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RESUMO

A interdisciplinaridade da Fisica com a Matematica ¢ totalmente possivel, ja que a
Fisica utiliza-se da matemadtica para compreender diversos fenomenos da natureza. Diante
disto, nosso objetivo ¢ buscar de uma forma sucinta determinar o centro de massa da
superficie esférica e do volume da esfera, utilizando um método apresentado nos primeiros
periodos de um curso de calculo: a integral simples. A integral simples por si s6 ¢ uma
ferramenta de grande importancia em diversas aplicagdes, em especial, no calculo do centro
de massa. O contetido do minicurso sera trabalhado de uma forma bastante matematica, com
demonstragdes e aplicagdes. Outras aplicagdes serdo propostas para os participantes
resolverem, com o intuito de avaliar se os mesmos compreenderam os métodos empregados.
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1 INTRODUCAO
O Centro de Massa de um sistema de particulas segundo Halliday (2009, p. 207) “[...] ¢
o ponto que se move como se toda a massa do sistema estivesse concentrada nesse ponto e

todas as forgas externas estivessem aplicadas nesse ponto.”.

A relevancia desse tema na matematica ¢ dada pelo fato de que, além de ser um tema
usado na geometria espacial quando se ¢ definido centro de gravidade em um campo
gravitacional uniforme, pois em um campo gravitacional uniforme o centro de massa e o
centro de gravidade se coincidem, as abordagens do mesmo através de experimentos sdao
simples e muitas vezes o assunto ¢ tratado na sala de aula como um simples toépico sem tanta
importancia, ou ainda, ¢ tratado apenas pelo viés fisico. Na fisica esse ponto (centro de massa)
¢ de imprescindivel importancia na dindmica de um sistema de particulas, seja ele discreto ou

continuo.
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O nosso objetivo geral ¢ incentivar a interdisciplinaridade da Fisica com a
Matematica, mostrando a matematica que esta por trds do conceito de centro de massa de
corpos rigidos. Nossos objetivos especificos visam de uma forma sucinta determinar o centro
de massa utilizando um método apresentado nos primeiros periodos do curso de graduacdo de

Licenciatura em Matematica ou Fisica, na disciplina de célculo I: a integral simples. Sao eles:

» Investigar a importancia da integral simples para a determinagdo do centro de
massa de formas geométricas bidimensionais e tridimensionais (corpos
superficiais e corpos volumétricos).

» Analisar os solidos geométricos, em especial a esfera, com o intuido de ndo
apenas mostrar a férmula de como calcular o seu centro de massa, mas
também, mostrar a importancia de se usar coerentemente a integral para o seu
achado.

» Contemplar a operacionalizagdo da ferramenta da integral, juntamente com o
arcabouco tedrico a respeito do centro de massa, levando a fusdo dos dois
campos, o da matemadtica e o da fisica, para facilitacdo e as dedugdes que

envolvem centro de massa em um curso superior de dindmica.

2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Sistema Discreto

Consideramos um ponto obtido por uma ponderacdo, como se o somatério de todas as
forcas externas estivessem atuando no mesmo. Este tipo de ponto tem grande importancia no
estudo da dindmica de um sistema de particulas, por isso, ele sera calculado com o uso
detalhado e abrangente da ferramenta advinda do célculo: a integral. Queremos facilitar e

mostrar a importancia da integral no calculo do centro de massa de um corpo rigido arbitrario.

Nosso objetivo, como exposto anteriormente, € o tratamento e a operacionaliza¢ao do
calculo do centro de massa de corpos rigidos, de tal forma que estaremos nos atendo a
sistemas continuos de distribuicdo de massa, juntamente com a explanacdo do célculo das
integrais nesse contexto. Antes abordaremos sistemas discretos de distribui¢ao de massa para
a compreensdo do conceito fisico e fundamental do ponto denominado de centro de massa de

um sistema.

Para um sistema discreto de distribuicdo de massa, temos os seus constituintes

ocupando posi¢des bem definidas no espago, € a expressao que nos fornecerd o centro de

IV EMAP




4//EMAP” IV Encontro de Matematica do Agreste Pernambucano
26 a 28 de julho de 2017

massa R de um sistema composto por n constituintes de massa mj, mo, ..., my, sera:

S 1an S
R =< Zi=amiTi
onde as posi¢des dos n constituintes sdo definidas pelos seus respectivos vetores de posigio 7.

Denotaremos Y-, m; =M, onde M ¢é a massa total do sistema, com o objetivo de simplificar

nossas manipulagdes algébricas.
2.2 Sistema Continuo

Na realidade fisica € no nosso dia a dia, muito raramente iremos lidar com sistemas
discretos de distribuicdo de massa. Isso ocorre simplesmente porque a natureza nos fornece
corpos e objetos que sdo, em sua esséncia, sistemas continuos de distribui¢do de massa, desde
uma forma geométrica abstrata, com as quais iremos trabalhar, como uma esfera, at¢ a um
objeto fisico genérico e de complexa descricdo matematica. Por sua vez, um sistema continuo
apresenta constituintes que ndo dotam de posi¢des no espago bem definidas, portanto, a

determinag@o do centro de massa desses sistemas dispersos sera dada pelo uso da expressao:
- 1
R= —J)rdm
M f
Interpretemos “dm” como um elemento de massa infinitesimal do sistema, o
integrando r como o vetor posi¢ao associado ao elemento “dm” do sistema € M como a soma
de todos os elementos de massa do sistema, em questao.

Pelo fato de estarmos trabalhando com corpos rigidos, de duas a trés dimensdes

espaciais, € trivial que abordemos o calculo das coordenadas espaciais dos seus respectivos

centros de massa. Denotando por R= (1, 1y, 1) 0 vetor posigdo do centro de massa (ponto),

teremos que este centro de massa terd trés coordenadas, em outras palavras, terd um 7y, 73, e 7.
Analogamente, ¢ facil ver que:

rx=%fxdm ry=%fydm rz=%fzdm

2.3 A Integral Simples e o Calculo da Area da Superficie
Sera estabelecido o exemplo da forma geométrica esfera como nosso guia para a

construcdo operacional e conceitual, daqui em diante. A escolha se deve a facilidade e

familiaridade de se trabalhar com esferas em diversas areas da matematica. Dada a curva C
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com equagdo x% + y? = r?, r uma constante real maior que zero. Tomaremos y como uma
fungdo de x, e utilizaremos a curva y = vV r?2 — x? (metade positiva da curva C, que descreve
a circunferéncia de centro na origem do sistema de coordenadas e de raio r).

Ap6s rotacionar a curva C em torno do eixo dos “x”, observe que o solido gerado ¢

uma esfera E, como pode ser visto na Figura 1.

‘ y(x) =+r?2 —x2

A formula da area da superficie esférica
dada pela rotagdao da curva C em torno do eixo

dos “x” ¢ dada por:

) 2
Area = an_rry /1 + (%) dx

X

Figura 1. Semicircunferéncia rotacionada
em torno do eixo dos “x”.

2.4 A Integral Simples e o Calculo do Volume de Um Sélido de Revolucio

Tomando a esfera representada na seccdo 2.3 (Figura 1), como motivacdo para o
calculo do volume de uma esfera qualquer, serd utilizado novamente a integral simples e os
seus artificios para tal.

Ao fatiarmos a esfera (Figura 1) em cilindros,
como representado ao lado (Figura 2) e observarmos como
os volumes desses cilindros variam em fun¢do de um eixo
perpendicular a sec¢do transversal, podemos aproximar o

volume da esfera pela soma dos volumes dados por muitos

desses cilindros. Denotando y(x) como sendo a area da

seccao transversal do so6lido calculada para cada valor de

Figura 2. Seccdo cilindrica de raio
y(x) e altura dy, tomada a partir x. Sendo a e b os valores de minimo ¢ maximo para X,

de fatia da esfera E (Figura 1).

respectivamente.

Dessa forma, o calculo do volume de um so6lido de revolucao ¢ dado através de uma integral

simples, o qual ¢ dado pela expressao:

Volume = nf: y(x)dy.

4 Y
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2.5 A Integral Simples Estendida Para o Calculo de Areas e Volumes de Formas

Geométricas e o Centro de Massa

Como ja sabemos que o vetor centro de massa ¢ determinado por,

- 1

R = i [ #dm
)
resta-nos saber quem ¢ o elemento infinitesimal de massa, como ele serd operacionalizado na
integral e como podemos utilizar a integral simples para o calculo do centro de massa de
formas geométricas mais gerais que a esfera. Contudo, como foi mostrado nas secgdes 2.3 e
2.4, as expressdes que nos fornecem o calculo da area de uma superficie tomada pela rotagao
de uma curva sobre um eixo (eixo dos “x”) e o volume de uma superficie subdividida em

infinitos cilindros, sdo respectivamente:

] 2
Area =2m f_rry ’1 + (%) dx ; Volume = 2w for(r2 — x%)dx

Em ambos os casos, os corpos (bidimensionais ou tridimensionais) podem ser obtidos
a partir de rotagdes em torno de eixos, formando assim objetos (superficies/solidos)
simétricos em relagdo ao eixo de rotagdo. Portanto, basta descobrir o centro de massa em
relacdo a variavel do eixo de rotacdo (simetria), achando assim o centro de massa de todo o

sistema, considerando a densidade da distribuicdo de massa do sistema constante.

am M am M ~ .
Tomamos 0 =—=—ep=—=—, onde o e p sdao nomeadas as densidades

superficiais e volumétricas de massa, respectivamente. Expressamos o elemento “dm” como a

multiplicagdo do elemento infinitesimal (dA ou dV) pela respectiva densidade do elemento e

aplicamos a igualdade que define o centro de massa R=21 [ #dm.
M

Para a esfera E:

d 2
Ty =%fxdm=%fxadA Z%Zfoay ’1+(£) dx

T = %fxdmZ%fxpdVZ%nf xp(r? —x%)dx

Assumimos por fim os limites de integracdo da esfera para ambos os casos (de area e
-
volume) e computamos o vetor R = (7, 1y, 1;) que nos dara o centro de massa da esfera E. O

raciocinio para a determinagéo de 7, e 7, € analogo ao de 7.

5
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Para corpos que obedecem a formagdo das secg¢des 2.3 e 2.4, de area e volume, as

expressoes generalizadas para o calculo do centro de massa sdo dadas por:

2
o= 2 wam =2 ot = Lan [ wor o [1+ (2 ax

Ry =5 J wdm =~ [ wpdV = = [ wpf(x)dx

Onde 7, ¢ uma coordenada arbitraria que se ¢ desejado calcular do centro de massa.

E completamente intuitivo que o centro de massa da esfera E, como o ponto que se
comporta como aquele que concentra toda a massa do sistema, tanto em relagdo a superficie
quanto ao seu volume, seja o ponto da origem do eixo de coordenadas.

Pois bem, faremos o calculo de r,da esfera E, para o seu volume, e pela simetria da

esfera este resultado sera estendido a 7, e a 1,. Notemos que
-1 -1 -1 2 _ 2
Ty = fodm fopdV Mnf xp(r® —x)dx

Para a esfera E, temos,

1

T, = Mﬂf_rr xp(r? — x?)dx.

Tomando p como uma constante,
_1_ (7 2 2 _1 r 2 2
re=>m [ xp(r? —xNdx & =—mp [[ x(r? —x?)dx

e realizando a primitivagdo, obtemos,

r
=0.

—r

1 1.2 2]
r=—mnp|-=(r"— x
x =3 TP [ 5 (
Portanto, pelo exposto acima, tanto 7,7, e 1, obterdo o mesmo resultado ¢ o vetor

posi¢ao do centro de massa R da esfera E como uma forma volumétrica sera o vetor nulo, ou
seja

R =(0,0,0)0uR =0.

O método de integral no célculo do centro de massa ¢ uma ferramenta essencial para a
obtencdo do centro de massa de corpos rigidos. Notar esta importancia ¢ fundamental quando
se esta ensinando centro de massa para os alunos de uma disciplina de um curso superior de

Matematica, pois assim poderd despertar um interesse maior por parte deles.
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